LEMME DU THEOREME SPECTRAL
POUR LES MATRICES SYMETRIQUES REELLES

e Soit n € N*, soit R” = M, ;(R) muni de son produit scalaire canonique, noté (... |...), et
de la norme associée, notée ||... ||, et soit une matrice A € M ,(R).
1. « Montrer que I’application f : X ~ (’ﬁi:‘? ,de U = R™\{0} dans R, est différentiable en

tout point X € U, et déterminer sa différentielle dfx et son gradient gradxf en ce point.

2. « Montrer que I’application f admet un maximum global sur U, c’est-a-dire qu’il existe
Xo € Utel que : VX € U, fiX) < fiXo) (Ind. considérer les valeurs de f sur la sphére-unité
S = {X € R"||X|| = 1}).

3. « Montrer que si la matrice A est symétrique, alors Xy est un vecteur propre de A.

N

0. Rappels. « Soit n € N*, soient u et v deux fonctions définies sur un ensemble £ < R", a
valeurs dans R, différentiables au point X € U. Alors, la fonction f = uv est différentiable au
point X, et I’on a, pour tout H € R" : dfx(H) = u(X)dvx(H) + dux(H)v(X).

¢ Soit v une fonction définie sur U < R", a valeurs dans R, différentiable au point X € U, et
telle que : v(X) # 0. Alors, la fonction f = - est diffé-rentiable au point X, et I’on a, pour tout

He R": dfx(H) = —500.

« Soient u et v deux fonctions définies sur U < R", a valeurs dans R, différentiables au point
X € U, et telles que : v(X) # 0. Alors, la fonction f = % est différentiable au point X, et I’on a,

pour tout H € R" : dfx(H) = V(X)d”X((iIz;‘)(iode(H) .

» Soit g une forme quadratique sur R”, et soit b sa forme polaire, qui est I’'unique forme
bilinéaire symétrique telle que : g(X) = b(X, X) pour tout X € R". Alors, 1’application g de R”
dans R est différentiable en tout point X € R”, et ’on a, pour tout H € R" : dgx(H) = 2b(X, H).

1. o Les fonctions : X » u(X) = (AX | X) et X » v(X) = | X||> = (X | X) sont des formes
quadratiques sur R". Leurs formes polaires sont respectivement les formes bilinéaires :
(X,Y) » %((AX | )+ (AY | X)) et (X,Y) » (X | Y). Ces fonctions u et v sont donc
différentiables en tout point X € R”, et I’on a, pour tout H € R" :et: dvx(H) = 2(X | H), et:
dux(H) = (AX | H)+ (AH | X), linéaire en H.

* Remarque. Si I’on n’a pas étudié les formes quadratiques, on peut traiter directement cette
question par un simple calcul. En effet :

u(X+H)=(AX+H) | X+H)=(AX+AH | X+ H)
AX | X\)+(AX | H)+(AH | X)+ (AH | H)

= u(X) + dux(H) + R(H),

avec : dux(H) = (AX | H) + (AH | X), linéaireen H, et : R(H) = (AH | H),d’ou :

IR(H)| = [(AH | H)| < |AH|-|H|| < |A]-IH]?,

ou ||A|| désigne la norme sur M ,(IR) subordonnée a la norme euclidienne sur R".

Et idem pour v(X) = || X||* = (X | X), qui conduit au méme calcul avec A = I,,, d’ot :
dvx(H) = 2(X | H).

¢ Si X # 0, la fonction f = 4 est donc différentiable au point X, et sa différentielle est, pour

2 _
tout H € R” - de(H) _ X1 ((AXIH)+(A‘1|L;|;?) 2(AX | X)(X| H)

= L ((AX | H)+ (AH | X)) - 20 (x | B).

X2 x4
e Gradient. Ona: (AH | X) = (AH)"X = (AH)'X)T = XTAH
= (ATX)TH = (ATX | H),d’ou:
dfx(H) = —5((A+ADX | H)- 220 (x| B)

I1Xx11* Ix1*

_ 1 Ty 2(AX]X)
T ((A+ADX X2 X | H),




ce qui se traduit par :

gradyf = —L=((A+ AT)X — 252 X).

2.+ So0it S = {X € R"| | X]|| = 1} : c’est la sphére-unité, qui est incluse dans U, et compacte.
La fonction fest continue sur U, a valeurs réelles, et elle admet donc un maximum sur S, ce qui
signifie qu’il existe Xy € S tel que, pour tout X € S, on ait : f{X) < f(Xo).

Soit a présent X € U, d’ott: X # 0, etsoit: 7= ||X|| >0.0na: | LX| = L|X]| =1,dou:

LX e S. On en déduit : LX) < fiXo). Or: ALX) = (Tf‘)'(ﬁj‘) - WD - .

Ceci prouve que : fiX) < f{iXo) pour tout X € U.

3. « Si la matrice A est symétrique, alors : AT = A, d’ou, pour tout X € U et tout H € R” :

_ 2 XX
dfx(H) = T (AX= 27X | H).

e L’ensemble U = R™\{0} est ouvert. Puisque fadmet un maximum global sur U, au point
Xo € U, il s’ensuit : dfx, = 0.

On en déduit : AXO—%”‘X;’)XO = 0, soit : AX():%XO.
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